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Was ist ein Signal?

e Abstrakt: Ein Unterschied in der Umwelt (System) der einen Unterschied in einem
System (Umwelt) bewirkt.

e Ein System kommuniziert mit seiner Umwelt tiber Signale. Signale tragen Informa-
tion.

e Signale zumeist Funktionen der Zeit x(¢) oder des Raumes s(x, v, z) oder beides
s(x,y, z,t) aufgefasst werden.

e Musik in diesem Sinne ist zeit- und wertkontinuierliches (analoges) Signal.

e Beispiel Gitarrenverstarker:
mechanisches Signal — elektrisches Signal — mechanisches Signal — akusti-
sches Signal
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Was ist ein Signal?

e Ein System transformiert ein Eingangssignal x(¢) in ein Ausgangssignal y(t):

y(t) = H(xz(1))

Der Operator H heifl3t Ubertragungsfunktion.
Beispiel Gitarrenverstarker:
YSchall (t) — HLautsprecher (HVerstdrker (HKabel (HTonabnehmer (xSaite (t) ) ) ) )

Eingangs- » Alsgangs-
Signal ue(t) S.'."’Stem Signal wa(t)
OO0
Ue(t) A l.-la(t]
u

TE =
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Was ist ein Signal?

e Ein System heildt linear, falls eine Summe von Eingangssignalen zu einer Summe
der entsprechenden Ausgangssignale fthrt:

H(Az1(t) + Bwo(t)) = AH(z1(t)) + BH(22(t)) = Ay1(t) + By2(t)

e Ein System heif3t zeitinvariant, wenn die Ubertragungsfunktion nicht explizit von
der Zeit abhangt, d.h.

y(t —7) = H(z(t — 7))

e Lineare, zeitinvariante (LTIl-)Systeme von herausragender Bedeutung in der Signal-
verarbeitung/Systemtheorie — vollstandig beschreibbar.
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Was sind Signale?

e Man unterscheidet vier Sorten von Signalen nach Wertetyp:
— analoge (zeit-, wertkontinuierlich)
— abgetastete (zeitdiskret, wertkontinuierlich)
— quantisierte (zeitkontinuierlich, wertdiskret)

— digitale (zeit-, wertdiskret)

e Man unterschiedet zwei Sorten von Signalen nach Kausaliat
— Kausale Signale: z(¢t) = 0furt <0

— Nichtkausale Signale: Sonst
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Was sind Signale?

@uantisierung (quantization)
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Grundlagen: Komplexe Zahlen

e Enstanden aus dem Wunsch z2 = —1 zu ldsen. Definition:
i2 = —1

(Die Ingenieure benutzen meitsen das Symbol | statt i)

e Lassen sich als Zahlenpaare z = (x,y) darstellen, wobei die erste Komponente
Realteil #(z)und die zweite Imaginarteil S(z)heif3t.

e Schreibt man z = x + iy = R(2) + i3(2) und unterscheidet man bei allen Rech-
nungen zwischen Real- und Imaginarteil so ergeben sich folgende Rechenregeln:
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Grundlagen: Komplexe Zahlen

e Komplexe Konjugation

e Summe, Differenz
21+ 20 = (x1 + x2) £ i(y1 + y2)

e Multiplikation

(1 + iy1) (22 + iy2)
(z120 — y1y2) + i(z1y2 + ToYy1)

2172

e Division
21 _ R1%2

2. 2022
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Grundlagen: Komplexe Zahlen

e Polardarstellung: Komplexe Zahlen als Punkte in der komplexen Ebene:

z =1r(CoSy 4+ isin )

mit
r=VzzZ = \/x2 + 42 (Lange) , @ = arctan LA arg(z) (Winkel)
xr
Im(z)
Z=X +ijy
4§
Y
t'p
Re(z)
X
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Grundlagen: Komplexe Zahlen

e Vergleicht man die Reihendarstellungen (,Taylorreihen*) der sin, cos und der Ex-
ponentialfunktion so ergibt sich die Eulersche Formel:

0 2 4
_ 0¥ 2P 4 ¥
COSgo—z—O!—I— 2—2!—|— z—4!—|—...
1 3 5
c _ . 3% 5%
1Sinp = z—l!—l— 1 3!—|— 7,—5!—|—...
»_ ) Ge)l | Gp)? | (ip)®
1o
CTETor T T T T

— e'Y = cosp +isinyp
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Grundlagen: Komplexe Zahlen

e Formeln daraus

r COS

7 Sin @

e Man nennt

R(z) = (% +¢ %) = (= +72)

ro o : 1
F(z) = —(e'P—eP) = —(z—2z
(2) = 2 ) =2~ 2)
rneingo
l, neZ
7

.27
WNZGZN

auch die N-ten Einheitswurzeln.
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Fourieranalyse: Fourierreihe

e Ist f eine periodische Funktion mit Periode T, d.h.

fF@+T) = 1)

so kann man f als Fourierreihe schreiben. Diese gibt es in drei Versionen:

s . 2mnt
ft) = ZAnsm( + ©n)
— T
n=0
e 2mnt e 2mnt
= 3 ancos(ZE) 4+ 3 by sin(E)
n=0 n=1
0 2mint
= Y ¥
Nn=——00
mit
1 T _ 2mint
o= | f(e T dt
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Signalanalyse: Fourierreinen

e Zwischen den Koeffizienten herrschen die Beziehungen (n > 1):

an = Ansinpn
bn = Ancospn
1 A
cn = —(an —1ibp) = 22 T eup
1 , 1Ap
C—n = Cpn = E(an + ibp) = —Qne ben

e Man kann also beliebige periodische Funktionen (und nur die!) als lineare Summe
(additive Synthese) einfacher Sinus-und Cosinusschwingungen darstellen, wobei
die Koeffizienten das Spektrum der Funktion angeben.
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Signalanalyse: Fourierreinen

Beispiel: Rechteckschwingung (17" = 2)

. 1, O<t<m
f<t)_{—1,7r<t<27r
Vo4 Yoy
5+ 151 conp =0

11 c 2
M f 2n+1 (2n+1)7

3451 1 =

o ' bon, = 0

b = ==
51 0- 2n+1 — Gn+1)7

f(t)=ﬂ(sint—|—sm3t—|—sm5t—|—...)
T 3 5
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Signalanalyse: Fouriertransformatiom

e Die Fouriertransformation ist ein wichtiges Hilfsmittel zur theoretischen Analyse
linearer Systeme und Differentialgleichungen.

e FiUr beliebige (nicht-periodische) Signale kann man auch eine Frequenzzerlegung
finden als Verallgemeinerung der Fourierreihe. Die Fouriertransformation ist durch
folgendes Intgeral definiert:

FI®Y= F) = [ fHe ™t

— 00

w = QT” = 27nv ist die Kreisfrequenz. Die FT ist eine komplexe Funktion! Verschie-

dene Normierungen maglich.

e F'(w) nennt man das Spektrum von f und enthalt auch negative Frequenzen! Zu-
sammenhangende Abschnitte auf der Frequenzaschse heil3ten Frequenzbander.
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Signalanalyse: Fouriertransformation

e Kennt man das Spektrum F'(w), so kann man das Signal durch eine inverse Fou-
riertransformation wiedergewinnen:

) =+ [ Pyt

271 J—o0

e Beispiel: Gaul3signal. Ist

folty = o3
t) = e 20
7 D2ro?
so erhalt man nach etwas Rechnung
02w2
Fo(w) =¢e 2

also wieder eine Gaul3funktion mit Breite 1 /w

e Frage: Was passiert wenn o gegen Null strebt? (Antwort spater.)
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Signalanalyse: Fouriertransformation

e Einige Eigenschaften der Fouriertransformation:
Flaf(t) +bg()} = aF{fO)} + bF{9(D)}
FUI(t— to)} = e 0 {f(1)}
FUI®) + 90} = FUIO}Fo(0)}
FU (D90} = FIFO} * Flo(0)}
FUEFW) = iwF{f(0))

wobeli

[ 9@ = [ Jt=n)g(r)dr

die Faltung bezeichnet.
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Signalanalyse: Fouriertransformation

e Einseitiges Leistungs (Power)-Spektrum (positive Frequenzen):

P(w) o< [F(w)]? + [F(-w)|?

e Leistung wird oft in dB gemessen:

P
dB(P) = 10log(—)
Fo
Py ist die Bezugsgrol3e (beliebig), 3 dB entsprechend etwa einer Verdopplung der

Leistung.

e In der Signalverarbeitung ist oft eine Verallgemeinerung der FT gebrauchlicher, die
Laplace-Transformation

L{x(t)} = X(s) = /OOO f(t)estdt, s= o+ iw (komplexe Frequenz)
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Exkurs: Distributionen

e Distributionen sind verallgemeinerte Funktionen, sie lassen sich als Grenzwerte
von Funktionen auffassen, die selbst keine Funktionen mehr sein mussen.

e Sie haben streng genommen nur Bedeutung “unterm Integral.

e Wichtigste Distribution: Die Diracsche -Funktion. Fur sie gilt

/5(15 — 7)) f()dt = f(r) =6(7) = f(7), (Siebeigenschaft)

e Man kann sie sich z.B. als unendlich spitze Gaul3kurve vorstellen, an einem Punkt
unendlich, tberall sonst O.
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Exkurs: Distributionen

e Die Bedeutung ruhrt vor allem aus der Tatsache, dass man mit der Impulsantwort
(=Reaktion auf einen Dirac-Impuls) ,alles” Gber ein lineares und zeitinvariantes Sy-
stem well3.

e Die Fouriertransformierte der §-Funktion ist die konstante Funktion. (In einem Dirac-
Impuls sind alle Frequenzen vertreten).

F5()} = / T s()e What = 0 = 1

— 00

© @) ot

F{1} =/ e "“rdt = 6(w)
— 0

e Sehr wichtig ist auch die Sprungfunktion (Heavysidefunktion):

1. t>0
9(’5):{0 t<0
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Digitale Signale

Vorteiler digitaler vs. analoger Signalverarbeitung:

e Garantierte Genauigkeit (definiert durch Samplingrate, Quantisierung etc.)

e Perfekte Reproduzierbarkeit von Signalverarbeitungsprozessen.

e Uberlegene Performanz (Alles was mathematisch moglich, im Prinzip auch reali-
sierbar)

e Effektivitat (weniger Aufwand, geringere Kosten)

= Wir brauchen A/D Wandlung: Sampling und Quantisierung.

Basiswisen Signalverarbeitung
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Digitale Signale: Sampling

e Digitale Signale konnen aus analogen durch Abtasten (Sampling) und Quantisie-
rung gewonnen werden (A/D-Wandlung)

e Durch Sampling mit der Periode T" wird aus einem Signal x(¢) das Signal

2(t) i 5(t — kT) = f} 2(KT)6(t — kT), z(kT) = x[k]

k=—00 k—=——o0

e Ist X = F{x(¢)}, dann lautet die Fouriertransformierte des gesampleten Signals:

Xo(w) = % S X(w— k%ﬂ)

k=—o0

e Das gesamplete Spektrum ist periodisch im Frequenzbereich mit der Periode

e
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Digitale Signale: Abtasttheorem

e Das Abtasttheorem (Shannon-Nyquist) besagt:
Ein gesampeltes Signal kann perfekt rekonstruiert werden, falls die Samplingrate
ws Mindesten doppelt so grol3 ist, wie die maximale im Signal vorhandene Fre-
quenz wmazx-

Ws > 2wmazx

e Ist das nicht der Fall erscheinen Frequenzanteile w > ws Im Spektrum an der
Stellen |w — ws| . Das nennt man Aliasing.

e Das liegt formal daran, dass das Spektrum des gesampleten Signals aus der peri-
odischen Fortsetzung und Uberlappung des Bereichs [—ws/2, +ws/2] besteht.
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Digitale Signale: Abtasttheorem

e Beispiel: Autorader im Film. Ab einer bestimmten Geschwindigkeit scheinen die
Rader erst stillzustenen und dann sich in die entgegengesetzte Richtung mit deut-
lich langsamerer Geschwindigkeit zu bewegen.

Der rote Punkt dreht sich mit einer Periode T' = 4 rechts herum, wir samplen mit Ts, = 7 (Recht-

ecke). — Scheinbare Bewegung mit Periode T,y = 28 links herum.

OIBQO OCQIOCQO
OO0 OCQO AR O

SIDINEE
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Digitale Signale: Rekonstruktion

e Ist das Samplingtheorem erflllt, erhalt man das Signal mit

O

z(t)= > =

k=—00

zurlck. (sinc(t) = w)

sinclx)

i
o8|
| |
| |
olat |

Klaus Frieler

[k]sinc(%(t — kT))
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Digitale Signale: Aliasing

e Aufgrund von omniprasentem Rauschen ist Aliasing nie ganz zu vermeiden.

e Antialiasing: Vor (oder nach) dem Samplen wird tiefpassgefiltert mit oberer Grenz-
frequenz fs/2.

e Das menschliche Ohr hort bis ungefahr 20kHZ. — z .B. CD-Samplingrate 44,1
kHz. (2 - 20 kHz + 10%)

e Weitere Verzerrungseffekt dadurch, dass ideales Sampling mit Diracimpulsen in
der Realitat nicht moglich ist. (Sample&Hold)

Basiswisen Signalverarbeitung
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Digitale Signale: Quantisierung

e Den analogen Samplewerten werden diskreten Stufenwerte zu geordnet. (Abschnel-
den, runden)

e FuUr Audio ist 16bit meistens hineichend. Beim Mastern werden manchmal 24bit
verwendet um Fehlerfortpflanzungen zu minimieren. Intern wird oft mit Gleitkom-
mazahlen gerechnet.

e n Bits — 2" Quantisierungsstufen. 16bit = 216 = 65536 Stufen.

e Die Differenz zwischen dem analogem Wert und dem Quantisierungswert ist der
Quantisierungsfehler — Quantisierungsrauschen.

e Z.B: Clipping: Pegel zu hoch, Quantisierung schneidet Signal oben ab.
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Digitale Signale: Diskrete Fouriertransformation

e Gesamplete FT:

X(w) = Z v(mTs)e "mTs

m—-—-oo

e Zur praktischen, rechnergestltzten Analyse ist die FT aufgrund der Integrale und
den unendlichen Grenzen schlecht geeignet.

e In der Praxis hat man kausale, zeitbeschrankte Signale, d.h. 0 < m < N.

N-—1
X(w) = Z z(mTs)e mTs

m=0

e Spektrum periodisch mit Periode %—Z |dee: Diskretisierung der Frequenzwerte.
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Digitale Signale: Diskrete Fouriertransformation

e Man unterteilt man die Periode in N Punkte und erhalt die Frequenzen

Wg = %8—7}’\“7, 0 < k < N. Das definiert die Diskrete Fouriertransformation (DFT)
N-1 - 2mmk N-1
X(wp) = XK= Y afmle ™R = 3 a[m]wymk

e Analog zur inversen FT gibt es eine Umkehrformel (IDFT):

1 N—-1 2mmk

— ZX[k]ei N, 0<m<N
N/{:ZO

x[m] =

e Dle DFT besitzt ahnliche Eigenschaften wie die FT und nahert die FT an.

e Parzevals Formel: Z%;%) [z[m]|? = % Zé\fz_ol X [k]]2
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Digitale Signale: Fast Fourier Transformationen

e Es gibt viele FFT-Verfahren zur schnellen Berechnung von DFT’s.

e Am verbreitesten ist die Radix-2 Cooley-Tukey FFT, die angewand werden kann
falls N eine Potenz von 2 ist N = 2k,

e Statt Ordnung O(N?2) wie die naive Berechnung, hat dieser FFT- Algorithmus Ord-
nung O(N log N).

e Bei N = 1024 macht das einen Unterschied von ca 1 Mio. zu ca 10.000 Rechen-
operationen. Faktor 100!

e Die Ildee ist, dass aufgrund der Symmetrien der Einheitswurzeln, eine DFT der
Lange N in zwei DFT’s der Lange N/2 aufgespalten werden kann, jeweils zu ge-
raden und ungeraden Indizes.
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Digitale Signale: Kurzzeit-Fouriertransformation

e Signale bearbeitet man oft auf der Basis von Frames.

e Durch die DFT enstehen an den den Randern der Frames Fehler im Spektrum
(spectral blurring).

e Zur Minimierung der Fehler und flr bessere Naherungen multipliziert man die
Samples mit einer Fensterfunktion w[k]. So erhalt man die (diskrete) Kurzzeit-
Fouriertransformation ((D)STFT)

N-1 - 2mmk
X[kl = > z[mlw[m]e™" N

m=0

Basiswisen Signalverarbeitung
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Digitale Signale: Fensterfunktionen

e Nichtleistungserhaltende Fenster (auf dem Interval [—1, 1])

Rechteckfenster:
w(t) =1

Dreieck- oder Bartlettfenster:
w(t) =1 — |t

Hamming/Hanningfenster:

w(t) =a—+ (1 —a)cos(t),
Hanning: « = 1/2, Hamming: a = 0.54

Blackman/Blackman Harris Fenster:

f(t) = ag + ay cos(t) + ap cos(2t) + azcos(3t), » a; =1

Klaus Frieler
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Digitale Signale: Fensterfunktionen

e Leistungserhaltende Fenster (auf dem Interval [—1, 1])
— Sinus Fenster: f(t) = sin(x'%1)

— Kaiser-Fenster, abgeleitetes Kaiser-Bessel-Fenster (KBD)

To(man/1 — (2t — 1)2
Io(ma)

f(&) =

. Basiswisen Signalverarbeitung
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Digitale Signale

: Fensterfunktionen

0.8 -

0.6 -

Blackman

Hamming
Hanning

1
0.5

08 F

0 -

04

02 F

Klaus Frieler

Basiswisen Signalverarbeitung

33




Digitale Signale: Spektrogramme

e Mitder STFT kann man das Spektrogramm eines Audiosignals erzeugen als Folge
von Kurzzeit-(Power)Spektren von Frames, gefenstert, mit oder ohne Uberlapp.

Aphex Twin’s ,Equation® Singstimme
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Digitale Signale: z-Transformation

e Zur allg. Systembeschreibung, insbesondere von Filtern, benutzt man meist das
diskrete Analogon zur Laplacetransformation, die z-Transformation:

Z{z[k]} = X(2) = i z[k]z"F, z=refTw e C
k=0 (—o0)

e Die z-Transformation ist auch wieder linear, Verschiebungen ergeben Phasen, Ab-
leitungen entsprechen Multiplikationen mit z. Faltungen korrespondieren Multipli-
kationen.

e Inverse z-Transformation:

1
K] = —jf X (2)zFldz,
x[k] - | (2)z z

C ist geschlossene Kurve im Konvergenzbereich von X (z).

Basiswisen Signalverarbeitung
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Digitale Filter

e Alle Ubertragungsfunktionen H sind im Prinzip Filter.

¢ Im Audiobereich versteht man unter Filter zumeist Ubertragungsfunktionen mit ei-
nem bestimmtem (und gewunschten) Frequenzverhalten: Allpassfilter, Tiefpassfil-
ter, Bandpassfilter, Hochpassfilter, Kerbfilter.

Budrrws s Tpoe 1.3, 10 Odaung =
S R A T ) Ly Tk e e b e 102 1110 Qg

|\ \ sopnse |/ / \ N ey ,a’f ]
| 'I

-
it
=y
i
1 pa—
-,
T
%
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Digitale Filter

e Analog: Y (w) = H(w)X (w). Digital: Y[k] = H[k] X [k]

e Fourier-Transformation fuhrt auf:

N—-1
ylm] = h[m] *x x[m] = Z hlk]x[k — m]
k=0

e Das ist die Gleichung eines FIR-Filter. (Finite Impulse Response Filter) Uberlagerung
des Eingangssignals mit gewichteten Werten des verzogerten Signals.

e h[k] ist die Impulsantwort des Filters, denn mit z[m] = §[k — m] folgt:

ylml= > hl[k]o[k —m] = h[m]

k=—00

. Basiswisen Signalverarbeitung
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Digitale Filter

e Wir berechnen die z-Transformation des Filters:

Y() = Y y(m)e

U N1

= > Y hlklz[n—Kk]z7T"
n=-—oo k=0
N-—1 00

= > hlk] Y z[n—k]z™"
k=0 n=—o0
N—-1 o0

= Y nlk] Y z[n]eR
k=0 n=-—0o0

N—1
= Y h[E]X(2)z % = X(2)H(2)
k=0

. Basiswisen Signalverarbeitung
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Digitale Filter

e Die Funktion

Y &
H(=) = 03 kgoh[k] ,

ist die Ubertragungsfunktion des Filters.

o Beispiel: y[n] = 3(z[n] + z[n — 1])

e Ubertragungsfunktion: H(z) = 5 —|—

e Frequenzgang: (z = €'

1—1

“,w=2kE 0 <k < N/2)

()] = (1 + cosw)

Klaus Frieler
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Digitale Filter

Simpler Tiefpass mit

0.8 |-
S
0.4

0.2 b

|H(e™)| = %(1 + cosw), arg(w) = arctan(1

Hw) ——

i i i
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Digitale Filter

e Ist ein der Filter rekursiv, d.h.

K-1 M
yln] = ) blklz[n— k] 4+ ) almlyln—m] =hxz+axy
k=0 m=1

so heildt er Infinite Impulse Response (lIR) - Filter. (Einmal angeregt kann das
Signal fur immer bestehen)

e Die Ubertragungsfunktion H(z) ergibt sich durch z-Transformation:

Y(z) = B(2)X(2) + A(2)Y (2) = (1 - A(2))Y () = B(2)X(2)

B(z) _  Yhiblk]zF

HE) =11y~ 1= SM__ q[m]z—m

e Der Grad des Nenners M ist die Filterordnung,.

. Basiswisen Signalverarbeitung
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Digitale Filter

e Die Ubertragungsfunktion ist eine analytische Funktion in der komplexen Zahlen-
ebene und durch die Nullstellen von Zahler und Nenner eindeutig bestimmt. Die
Nullstellen des Nenners heil3en Pole.

e Die Pol-Struktur bestimmt das Verhalten und die Stabilitat des Filters, denn

£l 1 L = 70t = o~ R(z0)t—iS(z0)1

zZ — 20

e Ein IR kann durch die Feedbackschleife eine unendliche Impulsantwort haben.

e |IR haben gegniber den FIR den Vorteil starkeren Abfalls an den Cut-off-Frequenzen
mit weniger Koeffizienten, aber evtl. instabil.

. Basiswisen Signalverarbeitung
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Digitale Filter

e Filter-Begriffe: Filterordnung, Passband, Stopband, Cutoff-(Grenz)frequenz, Rol-
loff, Dampfung, Ripple, Ubergangsband.

0 dB | Cutoff Vergleich: Butterworth - Chebyshev

_— frequency - o —
[‘3 d EI:I CRT Ordnung n=5
—Heg=1.0, D.J_J_f,EI.1

7

r'd : .

+— Butterworth-Filter
Ordrnungn=25

] I

-b dbB per s
actave

/

Faszsband Stopband
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Digitale Filter: Filterdesign

e |deale Filter konnen stets nur angenahert werden. Deswegen ist Filter-Design ,eher
eine Kunst als eine Wissenschaft'.

e Ein paar bekannte Filter:
— Butterworth-Filter
— Chebychev-Filter
— Bessel-Filter
— elliptische Filter
— Remez Filter

— etc.pp.

e Zum Rumprobieren: htt p: // dol phi n. wn n. ac. uk/filter _design. htm
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